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Abstract. Les nombres réels ou complexes forment un ensemble ayant la puissance du 
continu. Parmi eux, ceux qui sont ((intéressants » , qui apparaissent ((naturellement » , qui 
méritent notre attention, forment un ensemble dénombrable. Dans cet état d'esprit nous 
nous intéressons aux périodes au sens de Kontsevich et Zagier. Nous faisons le point sur 
l'état de nos connaissances concernant la nature arithmétique de ces nombres: décider si 
une période est un nombre rationnel, algébrique irrationnel ou au contraire transcendant est 
l'objet de quelques théorèmes et de beaucoup de conjectures. Nous précisons aussi ce qui 
est connu sur l'approximation diophantienne de tels nombres, par des nombres rationnels ou 
algébriques. 

1. Introduction. Dans leur article [37] intitulé ((Periods», M. Kontsevich 
et D. Zagier intro(iuisent la notion de périodes en en donnant deux définitions 
dont ils disent qu'elles sont équivalentes; il proposent une conjecture, deux 
principes et cinq problèmes. Le premier principe est le suivant: «chaque fois 
que vous rencontrez un nouveau nombre et que vous voulez savoir s'il est tran- 
scendant, commencez par essayer de savoir si c'est une période». 

Si la réponse est négative, alors le nombre est transcendant; en effet les 
périodes forment une sous algèbre de C sur le corps Q des nombres algébriques, 
donc tout nombre algébrique est une période. 

Le but de cet exposé est d'examiner ce qui se passe si la réponse est positive: 
que sait-on sur la transcendance de périodes? 
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Nous considérons aussi l'aspect quantitatif de cette question, en liaison avec 
la question suivante de |37| . § 1.2 qui précède leur conjecture 1: quand on veut 
vérifier une égalité entre deux nombres algébriques, il suffit de calculer ces deux 
nombres avec une précision suffisante, puis d'utiliser l'inégalité de Liouville qui 
établit que deux nombres algébriques distincts de degré et hauteur bornée ne 
peuvent être trop proches l'un de l'autre. Dans l'exemple qu'ils donnent, dû à 
D. Shanks 



(1.1) \/ll + 2V29+ Y16-2\/29 + 2\/55- IOV29 = \/5 + \/22 + 2y5, 

la différence 7 entre les deux membres de (|l.l|l est un nombre algébrique de 
degré < 16 sur Q(-\/5, \/29), donc de degré < 64 sur Q. Pour chacun des 64 
éléments e = (ei, . . . , eg) G {0, 1}^, posons 



7, = £3^11 + 2e2\/29 + £4 V 16 - 2e2V29 + 2e5 V 55 - 10e2\/29 



+ ei\/5 + e6V22 + 2ei%/5. 

Le nombre 

est un entier rationnel. Il suffit de le calculer avec une précision d'un chiffre 
après la virgule pour vérifier qu'il satisfait — 1 < TV < 1, donc qu'il est nul 
(c'est le cas le plus simple de l'inégalité de Liouville |ïï7| § 3.5). Il s'ensuit 
qu'un (au moins) des 64 facteurs 7^ du produit est nul, et l'égalité (|l.l|l s'en 
déduit aisément. 

La question posée par Kontsevich et Zagier dans [37] § 1.2 consiste à savoir 
si on peut faire de même avec les périodes. Il s'agirait de définir une no- 
tion de complexité d'une période analogue à celle de hauteur pour un nombre 
algébrique, puis de minorer cette complexité pour une période non nulle afin 
de remplacer l'inégalité de Liouville. Une des suggestions qu'ils font est de 



Transcendance de périodes 



3 



compter le nombre de touches nécessaires pour taper en T^X une intégrale 
dont la valeur est la période en question. 

Dans cet état d'esprit il serait intéressant de savoir s'il existe des nombres 
qui sont à la fois une période et un nombre de Liouville. Une réponse négative 
signifierait que pour toute période réelle 9, il existe une constante c{9) > telle 
que, pour tout nombre rationnel p/q distinct de 9 avec q>2, on ait 




1 



Plus ambitieusement on peut demander si les périodes (complexes) se com- 
portent, pour l'approximation par des nombres algébriques, comme presque 
tous les nombres (complexes) |16l I57| : étant donnée une période transcendante 
9 € C, existe-t-il une constante k(9) telle que, pour tout polynôme non nul 
P e Z[X], on ait 

\p{e)\ > iî-'^W'*, 

où H > 2 est un majorant de la hauteur (usuelle) de P (maximum des valeurs 
absolues des coefficients) et d son degré? 

2. Intégrales abéliennes. La nature arithmétique de la valeur de l'inté- 
grale d'une fonction algébrique d'une variable entre des bornes algébriques (ou 
infinies) est maintenant bien connue, aussi bien sous l'aspect qualitatif que 
quantitatif. 

2.1. Genre 0: logarithmes de nombres algébriques. L'outil princi- 
pal est le théorème de Baker sur l'indépendance linéaire, sur le corps Q des 
nombres algébriques, de logarithmes de nombres algébriques. Nous n'utilisons 
ici que le cas particulier suivant: 

Théorème 2.1. Soient ai,..., an des nombres algébriques non nuls, 
Pi,...,(3n des nombres algébriques, et, pour 1 < i < n, loga^ un logarithme 
complexe de a;. Alors le nombre 



Pi logai H h/3„ loga. 
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est soit nul, soit transcendant. 
On en déduit: 

Corollaire 2.2. Soient P et Q des polynômes à coejjicients algébriques 
vérifiant deg P < deg Q et soit 7 un chemin fermé, ou bien un chemin dont les 
extrémités sont algébriques ou infinies. Si l'intégrale 

(2.3) / 54^- 



, Q{z) 

existe, alors elle est soit nulle, soit transcendante. 
Un exemple célèbre p. 97 est 



dt l r TT 
log2 



l + t^ 3 V V3 

Le corollaire 12.21 se déduit du théorème 12.11 en décomposant la fraction 
rationnelle P{z)/Q{z) en éléments simples (voir par exemple ^Hl)- En fait le 
corollaire 12.21 est équivalent au théorème 12.11 il suffit d'écrire le logarithme 
d'un nombre algébrique comme une période; pour la détermination principale, 
quand a n'est pas réel négatif, on a par exemple 



loga — 
tandis que 

iTï = 2i 



(a - l)dt 
{t + l){at + l) 



dt 







l + i2 



Les mesures d'indépendance linéaire de logarithmes de nombres algébriques 
(minorations de combinaisons linéaires, à coefficients algébriques, de logari- 
thmes de nombres algébriques - voir par exemple jSZl) contiennent le fait qu'une 
intégrale non nulle de la forme 1)2. 3|l a une valeur absolue minorée explicitement 
en termes des hauteurs de P et Q et de leurs degrés, ainsi que des hauteurs et 
degrés des nombres algébriques extrémités de 7. 
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2.2. Genre 1: intégrales elliptiques. La nature arithmétique des va- 
leurs d'intégrales elliptiques de première ou deuxième espèce a été étudiée dès 
1934 02] puis 1937 par Th. Schneider. Voici le théorème 15 version III de 

m 

Théorème 2.4. Toute intégrale elliptique de première ou deuxième espèce 
à coefficients algébriques et calculée entre des bornes algébriques distinctes a 
pour valeur un nombre nul ou transcendant. 

En particulier toute période non nulle d 'une intégrale elliptique de première 
ou deuxième espèce à coefficients algébriques est transcendante. 

Le théorème 16 de |51| concerne la transcendance du quotient de deux 
intégrales elliptiques de première espèce. 

Une conséquence que cite Schneider de son théorème 17 dans [H] s'énonce: 
la valeur prise par une intégrale elliptique de première ou de deuxième espèce à 
coefficients algébriques entre des bornes algébriques est quotient d'une période 
par un facteur rationnel ou transcendant. 

Du théorème 12.41 on déduit le résultat cité dans 37 § 1.1: si a et b sont 
deux nombres algébriques réels positifs, l'ellipse dont les longueurs d'axes sont 
a et b a un périmètre 



qui est un nombre transcendant. Plus généralement la longueur de tout arc 
dont les extrémités sont des points de coordonnées algébriques est un nombre 
transcendant ou nul. 

Il en est de même pour une lemniscate 



quand a est algébrique. 

Ces énoncés sont démontrés par Schneider comme conséquences de résultats 
sur les fonctions elliptiques. Voici par exemple la version I du théorème 15 
de |51| . Soit p une fonction elliptique de Weierstrass d'invariants 172 et 33 



(2.5) 




{x'+yY-2a\x'--y') 
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algébriques: 



Soient C la fonction zêta de Weierstrass associée à p, a et 5 deux nombres 
algébriques non tous deux nuls et u un nombre complexe non pôle de p. Alors 
l'un au moins des deux nombres p{u), au + 6C(''^) ^si transcendant. 
Ainsi en considérant les deux courbes elliptiques 

= x^ — X et = x^ — X 

on en déduit que chacun des deux nombres 



2 ^ ' ' ' ' 23/27ri/2 



et 



,2.7) / ^ = iB(l/3,l/2)- ^<'/^>' 



3 ' ' ' ' ' 24/331/2^ 

est transcendant. 

Ces deux formules (comparer avec 001 P-21) sont des cas particuliers de 
la formule de Chowla-Selberg (cf et |37j § 2.3) qui exprime les périodes de 
courbes elliptiques de type CM comme des produits de valeurs de la fonction 
Gamma d'Euler dont une des définitions est: 



(2.8) r(z) = e-^^z-i [] (1 + - 



L'extension par G. Shimura aux variétés abéliennes de type CM de la formule 
de Chowla-Selberg donne lieu aux relations de Deligne-Koblitz-Ogus sur la 
fonction Gamma (voir 11411. 

2.3. Genre > 1: intégrales abéliennes. Dans [501, Th. Schneider étend 
ses résultats aux intégrales abéliennes. La démonstration est une extension en 
plusieurs variables de ses résultats antérieurs; dans la partie analytique de 
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la démonstration de transcendance, l'outil essentiel, un lemme de Schwarz, 
est étendu en plusieurs variables grâce à une formule d'interpolation pour les 
produits cartésiens. Cela permet à Schneider d'obtenir des énoncés sur les 
fonctions abéliennes. L'exemple le plus important des résultats qu'il obtient 
est le suivant: 

Théorème 2.9. Soient a et b des nombres rationnels non entiers tels que 
a + b ne soit pas non plus un entier. Alors le nombre 



est transcendant. 

Les travaux sur la nature arithmétique des valeurs d'intégrales abéliennes 
sont nombreux: ceux de Th. Schneider en 1940 ont été poursuivis par S. Lang 
dans les années 1960, puis notamment par D.W. Masser grâce à la méthode 
de Baker dans les années 1980, pour arriver à une solution essentiellement 
complète de la question en 1989 par G. Wùstholz qui a obtenu une exten- 
sion satisfaisante du théorème l2.1l de Baker aux groupes algébriques commutat- 
ifs. On connaît donc essentiellement ce que l'on souhaite sur la transcendance 
et l'indépendance linéaire (sur le corps des nombres algébriques) d'intégrales 
abéliennes de première, seconde ou troisième espèce. Par exemple J. Wolfart 
et G. Wùstholz |S21 ont montré que les seules relations linéaires à coefficients 
algébriques entre les valeurs B{a,b) de la fonction Bêta en des points {a,b) G Q'^ 
sont celles qui résultent des relations de Deligne-Koblitz-Ogus. 

De plus on dispose également maintenant de résultats quantitatifs qui per- 
mettent de minorer la valeur d'une intégrale abélienne quand elle est non nulle 
- les estimations les plus récentes et les plus précises sur ce sujet, dans le cadre 
général des groupes algébriques, sont dues à E. Gaudron [TtII^ . 

Si les relations linéaires à coefficients algébriques entre les valeurs d'inté- 
grales abéliennes sont maintenant bien connues, il n'en est pas de même des 
relations algébriques. Dans une note de bas de page [SJ, A. Grothendieck 
propose un énoncé conjectural sur la transcendance de périodes de variétés 
abéliennes définies sur le corps des nombres algébriques. La première for- 



(2.10) 
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mulation précise de cette conjecture est donnée par S. Lang dans son livre 
| 38) . oià l'on trouve aussi la première formulation de la conjecture de Schanuel 
sur l'indépendance algébrique des valeurs de la fonction exponentielle (voir 
aussi Ces énoncés ont été développés par Y. André (voir notamment 

qui propose une généralisation commune des conjectures de Grothendieck 
et Schanuel. Pour des 1-motifs attachés aux produits de courbes elliptiques, 
C. Bertolin |^ a explicité la situation conjecturale en formulant sa conjecture 
elliptico-torique qui fait intervenir la fonction exponentielle, les fonctions p et 
Ç de Weierstrass, les intégrales elliptiques et l'invariant modulaire j (voir aussi 

inni et iHHi). 

3. Valeurs de la fonction Gamma d'Euler. La définition p. 10(1 de la 
fonction Bêta sous forme d'une intégrale montre que ses valeurs aux points de 

oià elle est définie sont des périodes. De la relation H2.1(J|I entre les fonctions 
Gamma et Bêta on déduit 



Il en résulte que pour tout p/q £ Q avec p > et g > 0, le nombre T{p/q)'^ est 
une période. Par exemple 



De (|2.6|l et H2.7|l on déduit aussi des expressions de r(l/3)^ et r(l/4)^ comme 
périodes. 

On connaît bien mieux la nature arithmétique des valeurs de la fonction 
Bêta d'Euler (grâce au théorème 12.91 de Schneider) que celles de la fonction 
Gamma. On sait que le nombre r(l/2) = y/ïr est transcendant, grâce à Linde- 
mann. La transcendance de r(l/4) et r(l/3) a été établie par G.V. Cudnovs'kiï 



r(ai) • • • r(a„) = r(a H h a„) B(ai H h ai_i, a^). 




m 



Théorème 3.1. Les deux nombres 



r(l/4) et TT 
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sont algébriquement indépendants, et il en est de même des deux nombres 

r(l/3) et TT. 

Comme l'a remarqué D.W. Masser on peut aussi énoncer ces résultats en 
disant que les deux nombres r(l/4) et r(l/2) sont algébriquement indépendants 
et qu'il en est de même des deux nombres r(l/3) et r(2/3). 

Les seules autres valeurs de la fonction F en des points rationnels dont on 
sache démontrer la transcendance sont celles que l'on déduit de la transcen- 
dance en 1/2, 1/3 et 1/4 en utilisant les relations standard satisfaites par la 
fonction Gamma (voir ci-dessous). Par exemple r(l/6) est aussi un nombre 
transcendant. 

La démonstration par G.V. Cudnovs'kiï de son théorème 13 . Il repose sur le 
résultat suivant |21) concernant les périodes et quasi périodes de fonctions de 
Weierstrass, que l'on applique aux courbes elliptiques = x^ — x et — x^ — 1 
grâce à et (1^ 

Soit p une fonction elliptique de Weierstrass d'invariants g2 et 53. Soit lû 
une période non nulle de p et soit rj la quasi-période associée de la Jonction 
zêta de Weierstrass C.: 

p'^ = 4p^ -52P- .gs, C = -p, C{z + ^) = C{z) + v- 

Alors deux au moins des nombres 

92, 93, w/tt, ri/ir 

sont algébriquement indépendants. 

De cet énoncé on déduit aussi le fait que le nombre 1)2.5(1 est non seulement 
transcendant, mais même algébriquement indépendant de tt (cf. |37| § 1.1). 

Pour l'instant on ne sait pas obtenir la transcendance (sur Q) de r(l/4) ni 
de r(l/3) sans établir le résultat plus fort qui est la transcendance de chacun 
de ces nombres sur le corps Q(7r). D'un point de vue quantitatif de bonnes 
mesures de transcendance de ces nombres ont été établies par P. Philippon 
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puis S. Bruiltet [T^] : 

Théorème 3.2. Pour un polynôme non constant P G 7i[X,Y] de degré d 
et de hauteur H , on a 

log \P{tt, r(l/4)| > -103'^((logi/ + dlog(rf + l))d^{\og{d + 1)Y 

et 

log \P{n, r(l/3) I > - 10^3" ((log H + d \og{d +l))d^ (log(d + 1)) ' . 

Ainsi r(l/4) et r(l/3) ne sont pas des nombres de Liouville. 

La prochaine étape pourrait être la transcendance du nombre r(l/5) (cf. 
|4(J| . p. 2 et p. 35). Du théorème 12.91 de Schneider sur la transcendance du 
nombres B(l/5,l/5) on déduit que l'un au moins des deux nombres r(l/5), 
r(2/5) est transcendant. Un résultat plus précis se déduit des travaux de 
P. Grinspan |ÏÏ2| (voir aussi 

Théorème 3.3. Un au moins des deux nombres r(l/5), r(2/5) est tran- 
scendant sur le corps Q(7r). 

Autrement dit, deux au moins des trois nombres r(l/5), T{2/5) et n sont 
algébriquement indépendants. La démonstration de j32| fournit de plus un 
résultat quantitatif. 

Comme la courbe de Fermât x^+y^ = d'exposant 5 est de genre 2, sa ja- 
cobienne est une surface abélienne; il faut donc remplacer dans la démonstration 
de Cudnovs'kiï les fonctions elliptiques par des fonctions abéliennes, et c'est 
pourquoi il est difficile de séparer les deux nombres r(l/5) et r(2/5) quand on 
veut obtenir la transcendance de chacun d'eux. 

Avant de poursuivre avec le dénominateur 5, revenons aux dénominateurs 
3 et 4. Le théorème l3.1l a été étendu par Yu.V. Nesterenko |41[I42| . qui obtient 
l'indépendance algébrique de trois nombres: 

Théorème 3.4. Les trois nombres 

r(l/4), TT et e"" 
sont algébriquement indépendants, et il en est de même de 

r(l/3), TT et e'^^. 
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La démonstration par Yu.V. Nesterenko de son théorème 13.41 utilise les 
séries d'Eisenstein E2, E4 et Eq (nous utilisons les notations P, Q, R de Ra- 
manujan): 



Les premiers résultats de transcendance sur les valeurs de ces fonctions 
sont dus à D. Bertrand dans les années 70. Une avancée remarquable a été 
faite en 1996 par K. Barré-Sirieix, G. Diaz, F. Gramain et G. Philibert |Sj, qui 
ont résolu le problème suivant de Manin (et de Mahler dans le cas p-adique) 
concernant la fonction modulaire J = Q^/A, 011 A = 12~^{Q^ — R^): pour 
tout q e C avec < \q\ < 1, l'un au moins des deux nombres q, J{q) est 
transcendant. 

C'est cette percée qui a permis à Yu.V. Nesterenko de démontrer le 
résultat suivant, cité dans le § 2.4 de |37) : 

Soit q C un nombre complexe satisfaisant < \q\ < 1. Alors trois au 
moins des quatre nombres 



(3.5) 




g, P{q), Q{q), R{q) 



sont algébriquement indépendants. 

Le théorème 13.41 en résulte en spécialisant q 
J(e-2^) = 1728, 



et q 



= —e 



car 




avec (cf. (EU)) 



r(i/4)2 



= 2.6220575542 . . . 
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tandis que J(-e"''^) = 0, 



avec (cf. (EHjl) 



uj' = \' ' = 2.428650648 . 



On trouve dans |37| § 2.3 des commentaires sur les liens entre les périodes et 
les séries d'Eisenstein (et aussi les fonctions thêta, qui interviennent également 
dans le travail 0J de Nesterenko — voir (421). 

Le théorème 13.41 de Nesterenko et celui 13.31 de Grinspan suggèrent le pro- 
blème ouvert suivant: 

Conjecture 3.6. Trois au moins des quatre nombres 

r(l/5), r(2/5), TT et e""^ 

sont algébriquement indépendants. 

Ce problème fait l'objet de travaux récents de F. Pellarin (voir en particulier 

m- 

Plus ambitieusement on peut demander quelles sont toutes les relations 
algébriques liant les valeurs de la fonction Gamma en des points rationnels. 
La question des relations multiplicatives a été considérée par D. Rohrlich. On 
rappelle déjà ce que sont les relations standard: pour a G C (en dehors des 
pôles de r(2:), r(a:+ 1), r(l — x) ou T{nx) pour que les formules aient un sens), 
on a 

(Translation) r(a + 1) = ar(a), 

(Reflexion) r(a)r(l - a) 



sin(7ra) 

et, pour tout n entier positif, 

(Multiplication) H ^ ( ° + ~ ) {'2.T^)^'''^^''^n-'^''+^^''^'^T{na). 



fc=0 
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Voici la conjecture de Rohrlich: 

Conjecture 3.7. Toute relation multiplicative de la forme 

Y[ r(a)"" G Q 

a6Q 

avec b et m,a dans Z se déduit des relations standard. 

Une formalisation de cette conjecture utilisant la notion de «distribution 
universelle» est donnée par S. Lang dans If35j . 

Une conjecture plus ambitieuse que 13. 71 est celle de Rohrlich-Lang qui con- 
cerne non seulement les relations monomiales, mais plus généralement les re- 
lations polynomiales: elle prétend que l'idéal sur Q de toutes les relations 
algébriques entre les valeurs de (l/-\/27r)r(a) pour a £ Q est engendré par les 
relations de distributions, l'équation fonctionnelle et l'imparité. 

4. Séries de fractions rationnelles. Soient P et Q deux fractions ra- 
tionnelles à coefficients rationnels avec deg Q > deg P + 2. Quelle est la nature 
arithmétique de la somme de la série 



(4.1) 



Cette question a été étudiée notamment dans [S]. 

La somme de la série (I4.1|l peut être rationnelle: c'est le cas des séries 
téléscopiques dont voici des exemples. 

Lemme 4.2. Soient a et b deux éléments de tels que b/a ^ Z<o et soit 
k un entier > 2. Alors 

oo fc— 1 ^ ^ k—2 ^ 

^'^'^^ ^ n (an + b + ja) ~ (k - l)a ia + b' 

En particulier, sous les hypothèses du lemme si a et & sont des nombres 
rationnels alors la série a pour valeur un nombre rationnel. Ainsi 

oo oo oo 

y y — = V - = 1. 

n=2m=2 n=2 ^ ' 
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Un autre exemple est la somme de la série ()4.1|) avec P{X) = 1 et Q{X) 
(X + 1) • • • (X + /c) pour A: > 2, à savoir 



°° n! 11 



E 



{n + k)\ k-l (fc-1)! 



Démonstration du lemme \4^ On utilise la décomposition en éléments simples 
de la fraction rationnelle 

(44) n^.lyJzilL.^ 

d'abord avec h = k — 1: la somme 

oo k — 1 



^=En 



(an + b + ja) 
de la série du membre de gauche de (|4.3f) s'écrit 

oo k—1 

5 = VV ^ 

an + b + ia 

n=0 i=0 



avec 



Comme 



on en déduit 



avec 



(0<z<fc-l). 



a'=-ii!(/c- 1 

fc-i 



i=0 



— y 



fc-2 , 

d„ 



am + b 

m—O 
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On vérifie par récurrence sur m, pour < m < fc — 2, 

j_ (-ir 

" fc-l m!(fc-2-m)! 
Il ne reste plus qu'à appliquer de nouveau (|4.4() . mais cette fois-ci avec h — fc — 2. 

La somme d'une série (|4.1|l peut aussi être transcendante: des exemples [3] 

sont 



oo ^ 

(2n+l)(2n + 2) " ^' 



^f^^(n + l)(2n+l)(4n+l) 3 



et 

1 ^lo-3 
^ (3n+ l)(3n + 2)(3n + 3) 12 4°^ ' 

De façon générale, quand la fraction rationnelle Q au dénominateur a unique- 
ment des pôles simples et rationnels, la somme de la série est une combinaison 
linéaire de logarithmes de nombres algébriques. En effet, d'après [3] lemme 
5, si kj et Tj sont des entiers positifs avec rj < kj et si Cj sont des nombres 
complexes, si la série 

oo m 

converge, alors sa somme est 

m kj—1 

j=i '■> t=i 

Q désignant une racine primitive fcj-ième de l'unité. Ainsi quand les nombres 
Cj sont algébriques et que ce nombre S est non nul, alors non seulement il est 
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transcendant (d'après le théorème 12. mais en plus on en connaît de bonnes 
mesures de transcendance (voir par exemple j57) et En particulier il n'est 
pas un nombre de Liouville. 

D'autres exemples de séries de la forme (|4.1() prenant une valeur transcen- 
dante sont 



oo 



et [ni 

(4.5) 



^ 1 1 TT 

n=0 



La transcendance de ce dernier nombre provient du théorème l3.4l de Nesterenko. 
Ces exemples soulèvent plusieurs questions. Voici la première 
Question 4.6. Quelles sont les périodes parmi les nombres (|4.1|l ? 
Il y a beaucoup de périodes parmi ces nombres H4.1|l (voir par exemple le 

lemme lïïTTl ci-dessous) . mais on s'attend plutôt à ce qu'un nombre tel que H4.5|l 

n'en soit pas une. 

Sur la nature arithmétique des séries (|4.1|) . on peut espérer l'énoncé suivant: 
Conjecture 4.7. Un nombre de la forme 

est soit rationnel, soit transcendant. Ce n'est jamais un nombre de Liouville. 
De plus, s'il est rationnel, alors la série est (itélescopique)) . 

Par ((série télescopique » nous entendons une série dont la somme est ra- 
tionnelle, la démonstration de ce fait reposant sur l'argument du lemme ^21 

Le cas particulier des fractions rationnelles de la forme 

P{X)/Q{X)=X-^ 



mérite une section spéciale. 
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5. Valeurs de la fonction zêta de Riemann. Commençons par un 
résultat élémentaire concernant les valeurs de la fonction zêta de Riemann aux 
entiers positifs. 

Lemme 5.1. Pour s > 2 



n>l 



est une période. 

Démonstration: on vérifie facilement l'égalité 



(5.2) C(^*) 



dti dts-i dt 

l>ti> - >ts>0 ^1 ^s- 



l~t. 



Il sera commode d'utiliser la notation des intégrales itérées de Chen f|18) 
§ 2.6) et d'écrire la relation H5.2|l sous la forme 

[o.à) Ç(s) — ojq uji avec uiq = — et wi = 



t 1 - t 

La nature arithmétique des valeurs de la fonction zêta de Riemann en des 
entiers positifs pairs est connue depuis Euler: 

TT-^''C{2k) G Q pour fc > 1. 

Ces nombres rationnels s'expriment en termes des nombres de Bernoulli |18j . 
formule (38). Etablir un résultat de rationalité (ou d'algébricité) de certains 
nombres est en général plus fécond que d'établir des énoncés d'irrationalité ou 
de transcendance - cependant notre propos est de faire le point sur les résultats 
de transcendance: ce sont eux qui assurent que toute la richesse potentielle 
que recèlent des relations algébriques entre les nombres considérés a bien été 
exploitée. 

La principale question diophantienne que posent les nombres d'Euler est 
de savoir quelles relations algébriques existent entre les nombres 

C(2), C(3), C(5), C(7)...? 
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On conjecture qu'il n'y en a pas (^| et j^Hl Conjecture 0.1). Autrement 

dit 

Conjecture 5.4. Les nombres 

C(2), C(3), C(5), C(7)... 

sont algébriquement indépendants. 

On sait très peu de choses dans cette direction: le théorème de Lindemann: 
affirme que le nombre tt est transcendant, donc aussi C(2fc) pour tout entier 
A; > 1. En 1978 R. Apéry a démontré que le nombre ^(3) est irrationnel. La 
démonstration d'Apéry permet de montrer que le nombre C(3) n'est pas un 
nombre de Liouville, la meilleure mesure d'irrationalité étant celle de Rhin et 
Viola 03: 

P 



C(3) ^ 



pour q suffisamment grand, avec /i = 5, 513 . . . 

Les travaux récents de T. Rivoal, puis de K. Bail et W. Zudilin notamment, 
apportent les premières informations sur la nature arithmétique des valeurs 
de la fonction zêta aux entiers impairs: par exemple l'espace vectoriel sur le 
corps des nombres rationnels engendré par les nombres C(2^ + 1), A: > 1 a une 
dimension infinie (cf. |26|'). 

Une étape préliminaire en vue d'une démonstration de la conjecture 15.41 
consiste à linéariser le problème: les méthodes diophantiennes sont en effet 
plus performantes pour établir des énoncés d'indépendance linéaire (comme 
le théorème 12.11 de Baker, ou même le théorème de Lindemann- Weiserstrass, 
qui peut s'énoncer de manière équivalente comme un résultat d'indépendance 
algébrique ([2H1 Th. 2.3') ou linéaire (|2H1 Th. 2.3) que pour établir des résultats 
d'indépendance algébrique. 

Euler avait déjà remarqué que le produit de deux valeurs de la fonction 
zêta (de Riemann comme on l'appelle maintenant!) était encore la somme 
d'une série. En effet, de la relation 

ni>l n2>l ni>n2>l n2>/ii>l n>l 
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on déduit, pour si > 2 et S2 > 2, 

C(S1)C(S2) = C(S1, S2) + C(S2, Si) + C(S1 + S2) 

avec 

"1 >n2>l 

Pour fc, Si, . . . , Sfc entiers positifs avec si > 2, on pose s = (si, . . . , Sk) et 
(5-5) CU)= E s, ^ 

ni>n2>--->nfc>l 

Ces nombres sont appelés «valeurs zêta multiples», ou encore ({MZV)) {Multiple 
Zeta Values). Pour fc = 1 on retrouve bien entendu les nombres d'Euler C{s). 

Remarque 5.6. Chacun des nombres ^(s) est une période: en effet, avec 
la notation (|5.3|) des intégrales itérées de Chen, on a (cf. § 2.6): 

(5.7) C(s)= / c^o'^V-'-Wo'^V. 

Jo 



Le produit de séries (j5.5|l est une combinaison linéaire de telles séries. Par 
conséquent l'espace vectoriel (sur Q ou sur Q) engendré par les ({s) est aussi 
une algèbre sur ce corps. De plus le produit de deux intégrales H5.7|l est aussi 
une combinaison linéaire de telles intégrales. Par différence on obtient des 
relations linéaires non triviales à coefficients rationnels entre les MZV. On en 
obtient de nouvelles — comme celle d'Euler ({2, 1) = C(3) — en y ajoutant les 
relations que l'on obtient en régularisant les séries et les intégrales divergentes 

m 

Une description exhaustive des relations linéaires entre les MZV devrait 
théoriquement permettre de décrire du même coup toutes les relations algé- 
briques entre ces nombres, et en particulier de résoudre le problème 15.41 de 
l'indépendance algébrique sur le corps Q(7r) des valeurs de la fonction zêta 
aux entiers impairs. Le but est donc de décrire toutes les relations linéaires à 
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coefficients rationnels entre les MZV. Soit 3p le Q-sous-espace vectoriel de R 
engendré par les nombres C(s) pour s de «poids »Si + • • • + sj, — p, avec 3o = Q 
et 3i = {0}. 

Voici la conjecture de Zagier (conjecture (108) de JSI) sur la dimension dp 
de 3p- 

Conjecture 5.8. Pour p > 3 on a dp ^ dp^2 + 



Un candidat pour être une base de l'espace 3p est proposé par M. Hoffman 
CPS], Conjecture C): 

Conjecture 5.9. Une base de 3p sur Q est donnée par les nombres 
C(si, . . . , Sk), Si + ■ ■ ■ + Sk — p, où chacun des Si est soit 2, soit 3. 

Cette conjecture est compatible avec ce qui est connu pour p < 16 (travaux 
de Hoang Ngoc Minh notamment). Par exemple, en notant {a}b la suite formée 
de h occurences de a, les 7 valeurs suivantes devraient être une base de l'espace 
vectoriel 3io- 



Exemple 5.10. Voici les petites valeurs de dp: 

• do = 1 car par convention ('(■Si, ■ ■ ■ , Sfe) = 1 pour k = 0. 

• di = car {(si, . . . , Sfc) ; si H h Sfc = 1, si > 2} = 0. 

• ^2 = 1 car C(2) 7^ 

. d3 = 1 car C(2, 1) = C(3) ^ 



(do, di, ^2, • ■ •) 



(1,0,1,1,1,2,2,...). 



Cette conjecture s'écrit aussi 




p>0 



C({2}5), C({2}2,{3}2), C({2,3}2), C((2,{3}2,2), 
C(3,{2}2,3), C({3,2}2), C({3}2,{2}2). 
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• di = l car C(4) ^ et 



C(3,l) = ic(4), C(2,2) = JC(4), C(2,1,1) = C(4) = ^C(2)^ 



La première valeur de dp qui ne soit pas connue est ^5. La conjecture 15.81 
donne ds — 2, et on sait ds G {1, 2} car 



Donc ds = 2 si et seulement si le nombre C(2)C(3)/C(5) est irrationnel. 

La conjecture 15 . 81 prédit une valeur exacte pour la dimension dp de 3p- La 
question diophantienne est d'établir la minoration. La majoration a été établie 
récemment grâce aux travaux de A.B. Goncharov |22| et T. Terasoma ISHl (voir 
aussi le théorème 6.4 de jSH]): 

Les entiers Sp définis par la relation de récurrence de la conjecture de Zagier 



avec les conditions initiales Sq — l, Si — fournissent une majoration pour la 
dimension dp de 3p- 

6. Fonctions hypergéométriques. Pour a, b, cet z nombres complexes 
avec c ^ Z<o et |z| < 1, on définit la fonction hypergéométrique de Gauss (voir 
par exemple Chap. 1 § 3.6, Chap. 2 § 3.2) 



C(2, 1,1,1) 
C(3,l,l) 
C(2,l,2) 



C(5), 

C(4,l) 

C(2,3) 



2C(5) - C(2)C(3), 
^C(5)-2C(2)C(3), 

3C(2)C(3) - yC(5). 



C(2,2,l) 



C(3,2) 



Sv-2 + 




OÙ 



(a) 



a(a + 1) • • • (a + — 1). 
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Exemple 6.1. Si on note K{z) l'intégrale elliptique de Jacobi de première 
espèce 

dx 



K{z) = 



Pn le n-ième polynôme de Legendre et Tn le n-ième polynôme de Chebyshev: 

1 r d " 



on a 



r„(cos2:) = cos(n2;) 



(6.2) 



2F1 (a, 1 ; 1 I z) 
2F1 (1, 1 ; 2 I z) 

2F1 (1/2, 1 ; 3/2 I 
2F1 (1/2, 1/2 ; 3/2 I z^) 

2F1 (1/2, 1/2 ; 1 I z^) 



(1 - z)" 

-\og{l + z), 

z 

1 , 1 + z 

2z 1 — z 
1 

= — arcsmz, 

z 

-Kiz), 

TT 



2F1 (-n, n + 1 ; 1 I (1 + z)/2) - 2-"P„(z), 
[ 2F1 (-n, n ; 1/2 I (1 + z)/2) = (-l)"T„(z). 

Pour c > 6 > nombres rationnels, on a (Euler, 1748) 

r(c) 



2F1 (a, b ; c\ z) 



t''-'^{l-ty-''-'{l-tz)-''dt; 



-6-1 



r(6)r(c-6) J, 

de la formule de réflexion de la fonction Gamma, jointe à la relation (|2.10|) liant 
les fonctions Bêta et Gamma, on déduit 



r(c) 



T{b)T{c-b) TT 

Il en résulte j37j § 2.2 que pour a, b, c rationnels avec c ^ Z<o et z G Q avec 
|z| <1, 



(6.3) 



2F1 (a, b; c\ z) e -V. 
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Rappelons que V C {1/tt)V. Il est suggéré dans |S7] § 2.2 que sous les mêmes 
conditions, 2F1 (a, b ; c|z) n'appartient pas à V. 

Remarque 6.4. Pour a, b, c réels avec c > a + b et c ^ Z<o, on a ( Gauss) 



Remarque 6.5. Une relation remarquable faisant intervenir l'invariant 
modulaire j{z) — J(e^*'^^) et la série d'Eisenstein E4 = Q (cf (|3.5|l ) est la 
suivante |37j § 2.3, due à Fricke et Klein: 



ques quand a, b, c et z sont rationnels a été étudiée dès 1929 par CL. Siegel 
ISni- On doit à A.B. Shidlovskii et à son école de nombreux résultats sur la 
question (voir pS]). 

En 1988, J. Wolfart [001 a étudié l'ensemble £ des nombres algébriques Ç 
tels que 2^'i(C) soit aussi algébrique. Quand 2^1 est une fonction algébrique, 
f = Q est l'ensemble de tous les nombres algébriques. Supposons maintenant 
que 2F1 est une fonction transcendante. Wolfart jnO] montre que l'ensemble £ 
est en bijection avec un ensemble de variétés abéliennes de type CM - il s'agit 
donc d'une extension en dimension supérieure du théorème de Th. Schneider 
sur la transcendance de l'invariant modulaire j (^Hl» US Th. 17). 

La démonstration de Wolfart utilise le fait que les nombres 2Fi{o.,b,c; z) 
sont reliés aux périodes de formes différentielles sur la courbe 





La transcendance des valeurs 2F1 (^a,b;c\z) des fonctions hypergéométri- 



^x^il~x)^il~ zx) 



C 



avec A = (1 - b)N, B = {b+l- c)N, C = aN, tandis que N est le plus petit 
dénominateur commun de a, 6, c (voir à ce sujet |36j ) . L'outil transcendant est 
le théorème du sous-groupe analytique de Wiistholz [63 . A l'occasion de ces 
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recherches, F. Beukers et J. Wolfart |TO| ont étabh de nouvelles relations qui 
n'avaient pas été observées avant, comme 



Quand le groupe de monodromie de l'équation différentielle hypergéomé- 
trique satisfaite par 2F1 est un groupe triangulaire arithmétique, l'ensemble £ 
est infini. Wolfart [001 conjectura que réciproquement, l'ensemble £ est fini si 
le groupe de monodromie n'est pas arithmétique. Les travaux de P. Cohen et 
J. Wolfart ^ïï], puis de P. Cohen et J. Wiistholz [201 ont établi un lien entre 
cette question et la conjecture d'André-Oort jïïl selon laquelle les sous- 
variétés spéciales de variétés de Shimura sont précisément les sous- variétés qui 
contiennent un sous-ensemble Zariski dense de points spéciaux. P. Cohen a 
remarqué qu'un cas particulier de la conjecture d'André-Oort en dimension 1 
suffit; le résultat crucial a été établi par B. Edixhoven et A. Yafaev [^J: dans 
une variété de Shimura, une courbe contient une infinité de points appartenant 
à la même orbite de Hecke d'un point spécial si et seulement si elle est de 
type Hodge. Cela permet de répondre à la question initiale de CL. Siegel; 
de manière précise, en regroupant les résultats de ^1 [2011^ EDI j on déduit: 
l'ensemble exceptionnel £ est en bijection avec un ensemble de points dans la 
même orbite de Hecke d'un point spécial ( CM) sur une courbe dans une variété 
de Shimura définie sur Q. L'ensemble £ est infini si le groupe de monodromie 
est arithmétique, il est fini si le groupe de monodromie n'est pas arithmétique. 

A la fonction hypergéométrique de Gauss on associe la fraction continue 




et 




de Gauss 



G{z) = G{a, b, c; z) — 2F1 (a, 6 -|- 1 ; c -I- 1 | z) / 2F1 {a, b ; c \ z 



) 



= l/{l-g,z/{l-grzl{---))) 
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à coefficients 

52n-i = {a + n-l){c-b + n-l)/{{c + 2n-2){c+2n-l)), 
g2n = {b + n){c-a + n)/{{c + 2n-l){c + 2n)). 

J. Wolfart |BJ a montré que si les paramètres a, 6, c sont rationnels, c 7^ 0, 
— 1,— 2,---, et si G{z) n'est pas une fonction algébrique, alors pour presque 
toutes les valeurs algébriques de l'argument z la valeur de G{z) est transcen- 
dante. Il utilise le théorème de G. Wiistholz ainsi que des résultats de G. 
Shimura et Y. Taniyama sur les variétés abéliennes. 

Pour les nombres dont nous venons de parler, liés aux fonctions hypergéo- 
métriques, dont on sait établir la transcendance, on connaît également des 
mesures d'approximation par des nombres algébriques (voir |2S] et [211 EH] 
notamment). 

Les fonctions hypergéométriques de Gauss sont des cas particuliers d'une 
famille plus vaste, formée des fonctions hypergéométriques généralisées (voir 
par exemple |^ Chap. 2, § 6). 

Pour p entier > 2 et oi, . . . , a^, 61, ... , et z nombres complexes avec 
bi ^ Z<o et \z\ < 1, on définit 




00 



Z 



ni 



Exemple 6.6. Les fonctions 




et 




sont algébriques. La fonction de Bessel 
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est transcendante. 

Par récurrence sur p à partir de Ijti.^ll on démontre: 

Proposition 6.7. Pour ai, ... ^ ap, 61, ... , 6p_i nombres rationnels avec 
p > 2, bi 1^ Z<o et pour z G Q avec \z\ < 1, on a 



On peut consulter |25| pour connaître l'état de la question de la nature 
arithmétique des valeurs de fonctions hypergéométriques généralisées, aussi 
bien sous l'aspect qualitatif (irrationalité, transcendance, indépendance algé- 
brique) que quantitatif (mesures d'approximation, de transcendance ou d'indé- 
pendance algébrique). 

7. Mesure de Mahler de polynômes en plusieurs variables. Soit 
P G C[zi, . . . , z„, Zj^^, . . . , un polynôme de Laurent non nul en n variables. 
On définit la mesure de Mahler M(P) et la mesure de Mahler logarithmique 
^(P) par 





Dans le cas le plus simple n = 1 on écrit 



d 



d 




et on a 



d 



M(P) = \ao\Y[ma.^{l,\a,\}. 



i=l 



On en déduit notamment ^(P) € V. 

Plus généralement, pour P G Q[zi, . . . , z„, ^, . . . , z^^] 



on a 



M^^) e -V. 
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D. Boyd et C.J. Smyth (voir les références dans ^21) ont calculé un certain 
nombre d'exemples de valeurs de la fonction /i qu'ils ont exprimées en termes 
de valeurs spéciales de fonctions L attachées à des caractères de Dirichlet. 
D. Boyd et F. Rodriguez Villegas ont obtenu des résultats du même genre 
faisant intervenir des fonctions L attachées à des courbes elliptiques. Ensuite 
D. Boyd, F. Rodriguez Villegas, V. Maillot et S. Vandervelde ont exprimé 
certaines mesures de Mahler logarithmiques à l'aide de combinaisons de valeurs 
de la fonction dilogarithme. Mis à part le célèbre exemple 

7 

^(1 + Zi + Z2 + Z3) = 7-^C(3)- 

dû à C.J. Smyth, les résultats connus concernent principalement le cas de deux 
variables; cependant les travaux de C. Deninger donnent des espoirs pour le 
cas général. 

8. Exponentielles de périodes et périodes exponentielles. 

8.1. Exponentielles de périodes. Parmi les suggestions de Kontsevich 
et Zagier dans (37. . on relève dans le § 1.2 celle qui prédit que les nombres I/tt 

et e ne sont pas des périodes. Parmi les candidats à ne pas être des périodes 

2 

on peut ajouter et . 

On connaît la transcendance de (A.O. Gel'fond, 1929 - c'est une consé- 
quence du théorème 12. 1|) . mais pas celle de e^'^ . 

Conjecture 8.1. Soient «i, 0:2, as des nombres algébriques non nuls. 
Pour j = 1, 2, 3 soit loga^ G C \ {0} un logarithme non nul de aj, c'est-à-dire 
un nombre complexe non nul tel que e'°^"^ = aj. Alors 

(logai) loga2) ^ logaa. 

Exemple 8.2. Avec logai = loga2 = in on déduit la transcendance du 
nombre . Un autre exemple est la transcendance du nombre 2^°^'^ . 

D'autres conjectures sont proposées dans à la fois pour la fonction 
exponentielle (conjectures des trois, quatre, cinq exponentielles) et pour les 
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fonctions elliptiques. Des cas très particuliers de ces conjectures sont établis. 
L'appendice de [SS] par H. Shiga établit un lien avec des périodes de surfaces 
de Kummer. 

Les résultats partiels que l'on connaît sur la conjecture 18. Il et les questions 
autour de la conjecture des quatre exponentielles |2HI EU HH] reposent sur la 
méthode de transcendance qui a permis à Th. Schneider de résoudre le septième 
problème de Hilbert en 1934. On peut noter que cette méthode fait jouer un 
rôle essentiel au théorème d'addition algébrique de la fonction exponentielle, à 
savoir e^''"*' = e^e^, et n'utilise pas l'équation différentielle de cette fonction, 
contrairement à ce qui est suggéré à la fin du § 2.4 de [37]- Une autre méthode 
de transcendance qui ne fait pas intervenir de dérivations est celle de Mahler qui 
fait l'objet du livre de K. Nishioka 031- Notons à ce propos que la conjecture 
5.4 de [SÏÏ] sur la transcendance de nombres dont le développement dans une 
base est donné par une suite «automatique», qui faisait l'objet de travaux de 
J.H. Loxton et A.J. van der Poorten utilisant la méthode de Mahler, vient 
d'être résolue par B. Adamczewski, Y. Bugeaud et F. Lucas 0^, grâce à une 
méthode entièrement différente de celle de Mahler, basée sur le théorème du 
sous-espace de W.M. Schmidt. 

La conjecture 18.11 est un cas très particuHer de la conjecture selon laque- 
lle des logarithmes Cl-linéairement indépendants de nombres algébriques sont 
algébriquement indépendants. Un des exemples les plus importants de nombres 
qui s'expriment comme valeur d'un polynôme en des logarithmes de nombres 
algébriques est celui de déterminants de matrices dont les coefficients sont de 
tels logarithmes. Certains régulateurs sont de cette forme, et décider s'ils sont 
nuls ou non peut être considéré comme un problème de transcendance. Quand 
ils ne sont pas nuls on conjecture que ces déterminants sont transcendants, et 
que ce ne sont pas de nombres de Liouville. 

8.2. Périodes exponentielles. La définition suivante est donnée dans 
[77] § 4.3. Il est précisé dans l'introduction de que la dernière partie de ce 
texte est l'œuvre uniquement du premier auteur. 

Définition Une période exponentielle est une intégrale absolument conver- 
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gente du produit d'une fonction algébrique avec l'exponentielle d'une fonction 
algébrique, sur un ensemble semi-algébrique, oià tous les polynômes intervenant 
dans la définition ont des coefRcients algébriques. 
Exemple 8.3. 

Dans l'algèbre des périodes exponentielles, on trouve évidemment les pé- 
riodes, mais aussi les nombres 

rP 

J —oo 

quand (3 algébrique, le nombre 




les valeurs de la fonction Gamma aux points rationnels: 

r°° df 

ainsi que les valeurs des fonctions de Bessel aux points algébriques 




Ces exemples sont interprétés par S. Bloch et H. Esnault comme des 
périodes issues d'une dualité entre cycles homologiques et formes différentielles 
pour des connections ayant des points singuliers irréguliers sur des surfaces de 
Riemann. 

8.3. Constante d'Euler. On ne sait pas démontrer que le nombre 

7= lim (l + i + i + --- + - -logn) = 0.5772157... 

n^oo y 2 3 n J 

est irrationnel j54| . mais on attend mieux: 

Conjecture 8.4. Le nombre 7 est transcendant. 

Un résultat encore plus fort est suggéré par Kontsevich et Zagier [22] § 1.1 
et § 4.3: 

Conjecture 8.5. Le nombre 7 n'est pas une période, ni même une période 
exponentielle. 
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8.4. Un analogue en dimension 2 de la constante d'Euler. Pour 
chaque k > 2, désignons par l'aire minimale d'un disque fermé de 
contenant au moins k points de Z^. Pour n>2, posons j31j 

n ^ 

ôn = — log n +y —— et 6 — lim (5„ . 



Ak 

k=2 



F. Gramain conjecture: 
Conjecture 8.6. 



TT 

OÙ 7 est la constante d'Euler et 



ô=l + -{lL'{l)+L{l)), 



i(^) = E(-i)"(2«+ir- 

n>0 

est la fonction L du corps quadratique Q(i) (fonction Bêta de Dirichlet). 
Comme L{1) = 7r/4 et 



i'(i) = E(-ir+ 



1 log(2n + l) 



2n+ 1 

ri>0 

= J(31og^ + 21og2 + 7-41ogr(l/4)), 

la conjecture 18 . 61 s ' écrit aussi 

5 = l + 31og7r + 21og2 + 27-41ogr(l/4) = 1.82282524... 

Le meilleur encadrement connu pour 5 est j31) 

1.811. .. <5 < 1.897... 

Il semble vraisemblable que ce nombre 5 n'est pas une période (et par consé- 
quent est transcendant), mais, étant donné le peu d'information que nous avons 
sur lui, ce n'est probablement pas le meilleur candidat pour résoudre la question 
de |37| (§ 1.2 problem 3) qui consiste à exhiber un nombre qui n'est pas une 
période! 
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9. Caractéristique finie. Les questions diophantiennes concernant les 
nombres complexes ont des analogues dans les corps de fonctions en caractéris- 
tique finie qui ont fait l'objet de nombreux travaux 30 . Les premiers outils 
développés par L. Carlitz (1935) ont été utilisés par I.I. Wade (1941) qui a 
obtenu les premiers énoncés de transcendance. Après divers travaux, notam- 
ment de J.M. Geijsel et P. Bundschuh en 1978, la théorie a été développée 
de manière approfondie par Jing Yu à partir des années 1980, d'abord dans 
le cadre des modules elliptiques qui avaient été introduits par V.G. Drinfel'd 
en 1974, ensuite dans le cadre des i-motifs de G. Anderson à partir de 1986. 
Pendant longtemps les résultats en caractéristique finie étaient des analogues 
des résultats classiques relatifs aux nombres complexes, jusqu'à ce que Jing Yu 
obtiennent des énoncés qui vont plus loin que leurs analogues complexes |ti4| . 

L'utilisation, introduite dans ce contexte par L. Denis en 1990, de la 
dérivation par rapport à la variable du corps de fonctions, produit des énoncés 
qui n'ont pas d'équivalents dans le cas classique des nombres complexes. Une 
autre particularité de la caractéristique finie est la possibilité de considérer des 
produits tensoriels, permettant parfois de ramener des questions d'indépen- 
dance algébrique à des problèmes d'indépendance linéaire (un bel exemple est 
donné par S. David et L. Denis dans |22|'l. 

Deux exposés de synthèse sur ce thème sont donnés, l'un en 1992 par Jing 
Yu dans l'autre en 1998 par W.D. Brownawell ^|. 

9.1. Un analogue en caractéristique finie de la constante d'Euler. 

Un résultat remarquable en caractéristique finie est la transcendance de l'ana- 
logue de la constante d'Euler. Le nombre complexe 7 peut être défini par 



Dans ce produit p décrit l'ensemble de nombres premiers. En caractéristique 
finie le produit correspondant porte sur les polynômes irréductibles unitaires à 




quand C. désigne la fonction zêta de Riemann: 



p 
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coefficients dans un corps fini Fq a q éléments. Dans ce cas le produit converge 
au point s = 1, et la valeur en ce point est donc un analogue de la constante 
d'Euler (dans un complété C d'une clôture algébrique de Fç((l/r))). Cet 
élément de C est transcendant sur Fq{T): cela a été démontré par G.W. Ander- 
sen et D. Thakur en 1990 [Hj, mais ils remarquent que les outils dont disposait 
I.I. Wade auraient suffit pour établir le résultat dès 1940. 

9.2. La fonction Gamma de Thakur. Par analogie avec le produit 
infini ()2.8|) définissant la fonction Gamma d'Euler, D. Thakur définit (cf. 



où ^ = Fç[T] désigne l'anneau des polynômes à coefficients dans F g et A+ 
l'ensemble des polynômes unitaires. Cette fonction Gamma est méromorphe 
sur C. Elle satisfait des relations analogues aux relations standard satisfaites 
par la fonction Gamma d'Euler. De même, le pendant en caractéristique finie 
des relations de Deligne-Koblitz-Ogus a été établi par Deligne, Anderson et 
Thakur (voir [Tlj'i. 

En 1992 G. Anderson a introduit une notion de fonction soliton, qui, selon 
|14|. est un analogue en dimension supérieure de la fonction shtuka pour les 
modules de Drinfeld de rang 1. Les fonctions méromorphes que R. Coleman 
avait utilisées pour étudier les endomorphismes de Frobenius sur les courbes de 
Fermât et d'Artin-Schreier avaient été interprétées par Thakur en termes de sa 
fonction Gamma. C'est en développant le parallèle avec certains éléments de 
la théorie des équations aux dérivées partielles que G. Anderson a été amené 
à introduire ses solitons. Cette théorie a été utilisée en 1997 par S.K. Sinha, 
qui a construit des i-modules ayant des périodes dont les coordonnées sont 
des multiples par un nombre algébrique de valeurs de la fonction Gamma de 
Thakur en des points rationnels a//, avec a et f dans Grâce aux résultats 
de transcendance de Jing Yu, S.K. Sinha a pu ainsi obtenir la transcendance 
de certaines valeurs de la fonction Gamma de Thakur en des points rationnels. 

Ces travaux ont été poursuivis par W.D. Brownawell et M. A. Papanikolas 




oo 



■+ 
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qui montrent dans jl4j que les relations linéaires à coefficients algébriques entre 
les valeurs de la fonction Gamma de Thakur sont celles qui résultent de Deligne- 
Anderson-Thakur. On peut considérer qu'il s'agit de l'analogue pour les corps 
de fonctions sur un corps fini du théorème de Wolfart et Wùstholz (HD sur 
l'indépendance linéaire des valeurs de la fonction Bêta. Ce qui est spécialement 
remarquable est qu'il est possible d'aller plus loin: dans @], G.W. Ander- 
sen, W.D. Brownawell et M. A. Papanikolas montrent que toutes les relations 
de dépendance algébrique entre les valeurs de la fonction Gamma de Thakur 
résultent des relations de Deligne-Anderson-Thakur. 

Pour les valeurs de la fonction Gamma la situation en caractéristique finie 
est donc bien plus en avance que dans le cas classique oii la conjecture de 
Rohrlich-Lang semble hors d'atteinte. 

Tout récemment M. Papanikolas a établi l'analogue pour les modules de 
Drinfeld de la conjecture sur l'indépendance algébrique de logarithmes de nom- 
bres algébriques (cf. § 8.1). 
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